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Algebra Booleana

* Tambiéen se conoce como algebra de conmutacion
— Trabaja con valores “0” y “1”

« Existen dos convenciones
— Logica positiva
* “L” 0 nivel bajo es equivalente a “0”
« “H” o nivel alto es equivalente a “1”

— Ldgica negativa (poco utilizada)
 “L” o0 nivel bajo es equivalente a “1”
« “H” o nivel alto es equivalente a “0”

* Las senales se nombran con variables (por
ejemplo X, Y, RST, CK, etc.)

 Las senales pueden valer solamente “0” o “1”
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Operadores booleanos

* NOT: X’(negado de X. Existen varias
convenciones para la negada de una variable)
* AND: XeY

+ OR: X +Y
X ¥ XANDY XY XORY X NOT X
o O 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

 Los operadores se definen por su tabla de verdad

DE INGENIERIA
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Mas definiciones

* Literal: Una variable o su complemento (valor
negado)
- X, X, RST,CS L

« Expresion: Literales combinados por operadores
AND, OR y NOT con los paréntesis necesarios
— X+Y
-P.Q-R
—~-A+B-C
—((RST+Z)+CS L+*A+B +C+Q5)+RST

* Ecuacion: Expresion del tipo “Variable=Expresion”
—P=((RST+Z)+CS L+A+B +C+Q5)*RST’
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Simbolos Logicos

) Z=X"-Y
] ) Z=X+Y
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Teoremas

Tl X+0=X (T1 X-1=X (ldentities)
2 X+ 1 =1 (T2 X-0=0  (Null elements)
(T3] X+X=X (T2 X X=X (ldempotency)
(T (XK'=X (Involution)

(Ta1 X+X'=1 (T57 X X'=0 (Complements)

X+Y¥=Y+X Te X-Y=Y X (Commu tativity )
(X+Y)+Z=X+(Y +Z) (T77 (XY Z=X (Y Z) (Associativity )
XY +X-Z=X (Y +Z) (TE (X4 Y) - (X+ZD)=X+Y - Z (Distributivity)
X+X.-¥Y=X (T9 K- (X+Y) =X (Covering)

Y +X-Y =X (TIOT (X+Y) - (X+Y) =X (Combining )
X-Y+X  Z4+Y - Z=X-Y+X . Z (Consensus)

(X4+Y)- (X +Z) - (Y +Z)=(X+Y) (X+Z)
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Teoremas de n variables

(T12) X+ X+ +X=X (Generalized idempolency)

T2 XX o X=X

TIa (X Xy e X =X+ X+ 4 X)) (DeMorgan's theorems)

TN X+ X+ X=X XS X

TIh RO K X, ) = RO K LX) (Generalized DeMorgan's theorem)
TIE KA X K= RO X LX)+ X FO X, L X (Shannon'’s expansion theoremns)
TIST R X X = X+ FOX e X0 X+ FOL X X

* Prueba utilizando induccion finita

* Los mas importantes son los de teoremas de
DeMorgan

DE INGENIERIA
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Equivalencia de simbolos resultante del
teorema de DeMorgan T13

 Puertas NAND

X y * Y {>0 Z=(X"Y) ﬁ—jo— Z=(X-YY
Y —J X
X —>O—‘
v’ Z=X+Y"} ﬁ@ Z=X+Y’
Puertas NAND
’
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Equivalencia de simbolos resultante del
teorema de DeMorgan T13°

 Puertas NOR

( )
v—p S Y

X >O—|_ foX —
’ E:}i'l-"fr'l Z:}{f'\fﬂ
Y .Y —(
Puertas NOR
&
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Simbolos utilizando DeMorgan

OR

NOR

y

AND

-

NAND

BUFFER

INVERTER

7vO00C

Y
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Mas definiciones

Termino producto:
— Un literal o un producto de dos o mas literales

Expresion de suma de productos:
— Suma de términos producto

Término suma:
— Un literal o una suma de dos o mas literales

Expresion producto de sumas:
— Producto de términos suma
Término normal:

— Termino suma o producto en el que ninguna variable aparece mas
de una vez.

Minterm de n variables:
— Término producto normal con n literales (existen 2")

Maxterm de n variables:

— Termino suma normal con n literales (existen 2")
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Tabla de verdad con minterms y
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maxterms

Bow X Y £ F Minterrm Maxterrmn
(] o 0 o F, 00,00 X ¥ .Z L+Y + £
| oo ] Fi o]y XY Z X+Y+Z°
2 I I & Fie, ] .00) XY -z A+Y'+Z
3 o] | Fi 1.1} XY - Z X+¥'+2Z2°7
4 | B Fil .00 X-¥.Z X'+Y+Z
5 | Fil.0. 1) £-¥".Z X'+¥ +2°7
(3 | | Fil.l.0) £-¥ -2 X'+Y'+27
7 | | | Fil.l.l} - - £ X'+¥'+ 27
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Analisis de circuitos combinacionales

* Los valores de las senales de salida dependen
exclusivamente de los valores de las de entrada,
no de su historia

* Formas de analisis de circuitos combinacionales
— Exhaustivo (tabla de verdad)
— Algebraico mediante expresiones (Algebra de Boole)

— Simulacion o emulacion utilizando herramientas CAD

« Escribir una descripcion funcional en un lenguaje de descripcion
hardware (HDL)

« Definir la condiciones en las que realizar la prueba

« Comparar los valores obtenidos a la salida con los esperados del
disefio

* Repetir con valores hasta que se de por valido el circuito
disefiado (punto muy critico)
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Analisis exhaustivo de un circuito

combinacional

« Para cada una de las posibles combinaciones de
valores a las entradas se obtienen los valores de
las variables intermedias vy las salidas.

— Si tenemos “n” entradas habra 2" combinaciones
00001111
X » 00001111
11001111
v 00110011 . >G 11001100 Dﬁ
"\ 01000101
7 G1G1CJ1CI1- 01010101 f
01100101
DO 11110000 :D -
00110011 "\ 00100000

4DC 10101010
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Analisis obteniendo las expresiones de
las senales

X+Y
\I';Il

Y X+Y')-Z
_/

v :D F=((X+Y)-Z) +(X-Y -2

N XY -2

>0
, ),
—[>o

e La funcion de salida F es:
F=((X+Y)eZ)+ (X eYZ)
=(Xe D)+ (Y e 2Z)+ (X Y2
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Otro ejemplo de analisis de un circuito
gue tiene la misma funcion que el

anterior
» ﬂ X-Z
y -/
DC | N Y7 Y N F=XZ+Y-Z+X:Y2Z
¢ -/ T
X
;: '—ﬂ X'-Y-2Z'
H}—lz.l
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Ejemplo de sustitucion de simbolos

« Se emplea para minimizar el numero de puertas o
el numero de entradas de las mismas (mayor
velocidad)
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Diseno de circuitos combinacionales

* En algunas ocasiones puede escribirse en
ecuaciones el funcionamiento del circuito
* Ejemplo, el circuito de una alarma
ALARM = PANIC + ENABLE - EXITING” - SECURE’

SECURE = WINDOW . DOOR - GARAGE
ALABRM = PANIC + ENAELE - EXITING® - (WINDOW - DOOR - GARAGEY

* Implementacion directa de la ecuacion del circuito

PANIC
e )
EXITING >97j

WINDOW ——

SECURE
DOCR 0 >g—

GARAGE —
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Ejemplo de implementacion

» Es conveniente manipular la funcion logica a F
para minimizar el numero de puertas

F=(X+Y) D+X ¥ - Z)
= (X+Y' +X) - (X+Y ' +Y) - (X+Y' + 20 (Z+X) - (Z+Y) £+ 8)
= |- 1 iX+Y'+Z)- X+ (Y+2) ]
= X+Y' +2)- X+ 1Y+ 2)
X —
 Circuito: -
X+¥ + 2
.>Dx',4\_},/ X+ Z )7
v '\]—_‘“\ Y+ 7
L—= 7
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Implementacion formal de funciones

C—

—) oo

i

mplementacion como suma de productos

e

s

-
T o

AND-OR /

o

NAND-NAND —

=

wle]e

CEDG - Curso 2001/2002 - Tema 5

20



Implementacion formal de funciones

* Implementacion como producto de sumas

Ba

ol
b6 s

\ OR-AND

NOR-NOR

I

So—
So—
o

b
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Diseno “por las bravas”

* Tabla de verdad -
suma canonica
(suma de minterms)
* Ejemplo:
detector de numeros primos
—4-bits de entrada, N5N,N,N,

F = Snanenino(1,2,3,9,7,11,13)
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Lista de minterms — suma canonica
Fo= Znonomgng(1.2.3.5. 7. 11, 13)
= NNy NN+ NN, NN+ N NLN N NN, NN
+ N3 Mo NN+ Nay- Mo Ny N+ Na-Na- Ny Ny

Ty Mg NG NN
./
I Ty NgTNg NNy
./
_ My =My =Ny <N
— -\I 0
»
i — Ma' s Mea- M Ht =
s ™M
»
1 _ My Mo My -Ng
—— ™M
»
*
_“\1 My Mo’ Ny =Ny
§ | — |
™y MMy Ng
|/
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Simplificacion algebraica
« Teorema T8, WY WY =%

F = E’N-,N-.N|.N,,r- |.3. 5. 7. 2.11.13%)

H_\J'H:JN|JN||+ N_;J'N:J'N|'N||+ H_\J'H:'Nf' H||+ H_;J'H:'Hr N||+

= I'N; H:JHIJH”'F H'_i-l H:JHIH”] +rH;H:H|.‘H“+ H'.IJH: HIH“]'l'

= H_\JN:J'N“+H_'||J'H:'H||+...

* Reduce el numero de puertas y el de entradas por
puerta

 Las simplificaciones no suelen ser sistematicas,
por lo que no puede garantizarse un resultado
optimo
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Circuito resultante

Mo N

Mg "Ma" My - My

Mg My My Ny
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Mapas de Karnaugh (teorema T10)

 Permiten realizar una minimizacion sistematica de

la funcion WX
v 7 oo o1 11 10
|:|:| Il 1 1 &
o1 |’ |
1 11
W 11
w}: I I = 1 1
-T'E\_Eﬂ o1 11 10 10
|:||:| i 1 1 '

01 1 b 14 H
, . _ £
11 1 i 1B 11
lTr = (&7 1 i
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Mapa de Karnaugh de tres variables

* En cualquier mapa de Karnaugh, los valores
solamente pueden ser “1”" y “0".

* En caso de que existan “X”, habra que asignarles
un valor “1” 6 “0” segun el criterio de maxima
minimizacion (rectangulos mas grandes)

X

XY | |
E\_Eﬂ o1 11 10
|:| il = (5 i
T T -
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Ejemplo: 2(1,2,5,7)

-
of (1) |7

DN 1;[]3

(L S U T A e T i T e :,{
- 200 =< =00 =<
= 0O =<0 =0 =< 0 | M

= 0O =0 0= =0 | T
H/A |
—

-
=
fr
_L_
—
—
=
=
P
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Uso de los mapas de Karnaugh

 Dibujar los “1” correspondientes al los minterms de la
funcion
« Encuadrar el mayor numero posible de grupos
rectangulares de “1” hasta que no quede ninguno libre
— El numero de “1” en cada rectangulo tiene que ser multiplo de 2
— Esta permitido pasar los bordes del mapa (en vertical y horizontal)

« Para cada uno de los rectangulos, obtener el término
producto
— Si la variable es “1” -> incluir la variable
— Si la variable es “0” -> incluir la variable complementada
— Si la variable vale a la vez “0” y “1” -> no incluir la variable

* Los rectangulos marcados y sus correspondientes
téerminos producto se llaman “principales implicados”

« Esta minimizacion permite minimo numero de puertas y de

:) entradas por puerta
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Ejemplo: Detector de numeros primos |

M,

MM 1
N, Nn\ o0 o1 11 10
|:|:| ] | ]

1a|°

1 ) 14 H
L I A '
i 7 6 i1 a
L R 1
N' [ 5] i 1]

F =Ena Nz Mt nol1,2,357,11,13)

M3 N> ——
HIND oo o1 11 10 NNy N,
- 2
Ny "Ny o0 ke
—L i}
ctfl1 |f1]f 1]
|| Ny
1117 1 1]
N| x'&
10][1 R 1 PR Y
-\__,_'
Ny Mo oMy o
M,

F = Ng Mg + Mg’ -Ng' Ny + N2 -Ns Mg + Na-Ny' Mg
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Ejemplo: Detector de numeros primos Il

 Este circuito tiene tres entradas de puerta menos
gue en la solucion algebraica anterior

VEY _
M, —>o - ™ My Mg
H -1
N, —o .
M '\.I Mg -Ma' -y
>C P
N, —u .
Ma® =Ny -Ng
>c = 4}
.—
=, NNy oNg
Hl
NII - i -~
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Otro ejemplo

W
W |—|
WX 1
vz, 00 01 10 o
vz , 00 Ol 11 10 - XY
0o o 4 12 2| 1 HT"FHf___——'IIﬂIrE
1| 1 _ =
NENERE o1 L ([T [ 1[]7
o1 IR R R , "."-E———‘“J: | ) :
T R T 11| 1 111 1
1 1| 1 - —
: N Xz
L I—I K"\—-.____ )
" WX
I:='EII'II..“;."I".Il:-I|3|4|E'|IEI|-I-I|-IE|-|3|-I'-'1'|-|E':I F = K'."IH +}=.I|'2 +W':'{
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Mapa de Karnaugh de seis variables

WX 1 WX  —
*.-'1'\ oo o1 11 10 1,-'1'\ o0 M 11 10
m [ | B m 16 = e

=

01 i 12 I 01 17 &1 s .
S E z B ERERE §
1] i i 1 11 i il | :
¥ : i i ¥ 35 ) aC

10 o
1 1
Uv=00 x Uv=01 x
W W
"l"'f\ o M 11 10 "l"'f\ co oM 11 10
00 12 15 4l N 00 4B =z El T
01 | 41 01 g 1 E1
- £ | i
11 ] 2 11 |
-.I,r i -.I,r I i f
10 | Eir | 10 |
1 1
Uv=1.0 x Uv=1,1 x
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Diseno logico en el mundo real

 Los circuitos tienen muchas entradas, por lo que
los mapas de Karnaugh no pueden utilizarse, ya
gue es dificil manejar manualmente mas de 6
entradas

 La correccion del diseno es mucho mas importante
gue la minimizacion de puertas

— Utilizacion de lenguajes de descripcion de alto nivel para
especificar operaciones (HDL, C++, etc.)

 Utilizacion de programas para manipulacion de
expresiones logicas y minimizacion de la logica
— PALASM, ABEL, CUPL — desarrollado para PLDs
—VHDL, Verilog — desarrollado para ASICs
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